6. A végeselem kozelités pontossaganak javitisa — Fokszam novelés (p-verzids

elemek)

A végeselem kozelités pontossaga javithato:

a végeselem halozat siiriségének novelésével = tobb elem, tobb csomopont, szabadsagfok novelés (h-
verzid, h-konvergencia)

az elemeken felvett kozelitd polinomok fokszamanak ndvelésével = az elemen t6bb csomopontot kell
felvenni, szabadsagfok novekedés (az eddigi ismeretek szerint)

Célkitiizés: a kozelitd polinomok fokszamat ugy akarjuk ndvelni, hogy ne kelljen ujabb csomoépontokat felvenni

¢s ennek kovetkeztében ne novekedjen az elem (rendszer) szabadsagfoka.

6.1. Fokszam novelés hizott-nyomott riudelemnél

A A kozépvonal pontjainak rudiranyt elmozdulasa w* (;" ) .

e

A ridiranyd fajlagos nytlds: &% = ZVZ“ —(WY'.

A rudirdny( normalfesziiltség: of = E(w)".
A riderd: N° = AE(w')", ahol

E - az anyag rugalmassagi modulusa,
A — a rad keresztmetszetének teriilete.

Adott: L, E, A . (<)

¢

A rader és a radiranyt megoszlo terhelés kapesolata: N°(¢)=N°({=0)— j f£(¢)d¢,

¢=0
J
e 2
JANT g dw
dg d¢*

(&)= =—AE(W')".

Havan f ; (é’ ) radiranyt vonal mentén megoszl6 terhelés, akkor az N°(¢) ruderd elemenként nem allando.

PI.: Onsulyaval terhelt, L hosszsagt rad. A A

%

Homogén tomegmegoszlas esetén az onstlybol szarmazo vonal mentén
megoszlo terhelés: 4
f, = Apg =Ay= allando . v

p -az anyag tomegsiirlisége, L
y - az anyag fajstlya, A a keresztmetszet teriilete,
A raderd eloszlasa a hossz mentén:
N(¢)=Ar(L—C) - linedris fiiggvény.
N(.§=0):A}/L: ALy =G.
\% vz

- Az elmozdulasmez0 szokésos (linearis) kozelitése:  w*(¢)=a, +a,¢ .

N°(¢)=AE(w) = AEa, = allando.

Ez a kozelités csak N° =allandd ( f, = O) esetén képes a pontos megoldast leirni.

- Az elmozdulasmez0 kozelitése fokszamnoveléssel:

e A 22 A 3 A b
W (¢ )=ag+ayl +4& ¢+ " +43¢" +...

Uj (magasabb fokszamu) tagok
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1
a
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A kozelités matrix alakban:  w* (&) =[1 g]{ }J{gz oot ]

B

EGIESGIES
(1x2)  (2a)  (1xp) (px1)

p —apotlolagos &; (=1, 2, 3, ... p) allandok szama.

W' (<)

W e
Az elem csomodponti elmozdulasvektora: q° ={W'} .
= i
Az g, (i=1, 2) allandok kifejezése a csomoponti elmozdulasokkal:
éi e
c [wT [1 offa] [0 0 0 ... T|4a
S e P A P R IER T 3, |
= i 2 3
— ' o
ge ée
0 =G* a"+G &,

(2><1) (2><2)( 2><1) (2><p)(p><1)

J

£-() 0 -(e)'¢'e

A szokasos (linearis) kozelitd polinom alland6i a csomoéponti elmozdulasokkal és a potlolagos allandokkal
fejezhetdk ki.

Visszahelyettesitve a kozelito fiiggvénybe:

W (¢)=[¢°(¢ )T [(9e )71 o -(c° )é@ﬂ{f(g)}T 8 =

A

1x(2+p) (2+p)x1

—_
™\
—
1l Q>
(¢’]

Il
1
I >

D

ée

p - azoknak az allandoknak a szdma, amelyek nem fejezhet6k ki csomdponti elmozdulasokkal.
(5

(&) _dA°(E) o IA(9) e e a8 (180
- Fajlagos nyulas: & = d¢ - d¢ a9+ dc a’ =B (§)Q+E (¢)a.
(>2) (24)  (p) (p)

E - arud anyaganak rugalmassagi modulusa.

- Fesziiltség (radirany normal fesziiltség): o;=Egl = EEG (&)a’ + Eée (¢)d°.

- Az elem potencialis energiaja:
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)
el (@ T e st lacd & L (e 112 | e
_2AE[(S) L)M) &) B'(¢) B (¢)|ac " {(g) (JM) R (e
1x(2+p) (2+p) x (2+p) (24p)x1

A - ariadelem keresztmetszetének teriilete.

- Az elem merevségi matrixa (helyi koordinata-rendszerben):

BeT BeTBei BeTée
K*=AE] (=)T [Ee ge}dngE [ (=)T=(=)T= ic
(L)(E) (L)(E)EEE(E)E
Jelolés: K© = =% 5qa
B £:q ﬁZa

A merevségi matrix blokkjainak mérete: £:q (2x2), ﬁZa (pxp),

]
K® —(Ke ) (2¢p) -2 K szimmetridja miatt.

=ga \=aq
T
(2°) e
- Az elem csomoponti terhelésvektora (helyi KR-ben): f°© J. 1|2 (¢)dg = o |
L) (A) S
= =a
- A huzott-nyomott radelem potencialis energidja
T K K| df T ie
e-Uw) @] e @]
2= Ko K] O] E° f

A matrixszorzasokat elvégezve:

w5l kg ple) ka gl ) kg k(o) £ (@)

2

- Az egész rendszer (test) potencialis energidja: 7 = Zﬂe .
e

Az 6sszegzésnél a csomoponti elmozdulasok osszeillesztését is el kell végezni (q 9 = q)
- A potencialis energia minimuma elv alkalmazasa:
o,
oq =
minz = -
on*
or Ze: _on® 0
o&° o0& o0& =

Az &° paraméterek csak az e jelli, azaz egy-egy elemnél fordulnak el6 = az &° szerinti sz¢&lsGérték

eldallitasa elemenként elvégezheto:
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—aa

-1 -1
Ebbél a potlolagos allandok kifejezhetok:  4° =-(Ke ) K qe+(Ke A

T T
Visszahelyettesitve az elem potencialis energidjaba: 7° = %(qe) K q - (qe) fe

=]
- Az elem helyi koordindta-rendszerben vett redukalt merevségi matrixa: K° = _:q - 5:3 (5;) 5‘; .
T
- Az elem helyi koordinita-rendszerben vett redukalt terhelési vektora: f¢ =f°- K:a ( K;) f°.
=red =q TR\= =a

A helyi KR-bdl a vonatkoztatasi KR-be torténd transzformacié ugyanazzal az 9sszefiiggéssel torténik, mint
hagyomanyos esetben.

K® =0.

a _=aq =

Huzott-nyomott ridelemnél: ﬁ:
Ez a kijelolt miiveletek elvégzésével egyszertien igazolhato.

- A huzott-nyomott rudelem potencialis energidja:

w50 KageplaT () )

=ad— aa= = =a

A huzott-nyomott radelemnél az ée potlolagos allandok q° -tél fiiggetleniil hatarozhatok meg:

A huzott-nyomott radelem redukalt jellemz6i: ﬁiad = ﬁZq , f° =f°.
Tehat a g csomoponti paraméterekre ugyanaz a linearis algebrai egyenletrendszer adodik, mint a
fokszamnovelés nélkiili esetben.
Huzott-nyomott radelemnél tehat a kozelités pontossaga elemenként javithato!
6.2.  Fokszam novelés huzott-nyomott, hajlitott-nyirt ridelemnél

J\y
Adott:
-aterhelés: f. (&), f, (),
- aridelem geometrigja: A I, L,
- aradelem anyaga: E.

A huzas-nyomasra ugyanaz érvényes, mint az el6z6 elemnél.

Hajlitas: a Bernoulli elmélet szerint
W (&) - a kdzépvonal pontjainak radiranyt elmozdulasa,

Ve ({; ) - a kozépvonal pontjainak radra merdleges iranyt elmozdulésa (lehajlas),

Pi=¢°=— 3\2 = —(Ve )’ - a keresztmetszet szogelfordulasa a & tengely koriil,
e 2,,e "
K= do” =— d V2 = —(Ve) - a kdzépvonal gorbiilete,
dg d¢g
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M,. =M, = I .Ex=—1.E(v*)" - ahajlito nyomaték,
th m

T =T=- T ILE(v*)" - anyiréers.
. . . . dT v
Q=T (¢=0+ [ 1/($)de = (O)=57="EW)
¢=0
Ha van vonal mentén megoszl6 terhelés, akkor a T°(¢) nyirderd ridelemként nem allando.
Ay
PL.: 6nsulyéval terhelt befalazott tarto !
A terhelés: f, =-1-Ay=—Apg. Z ?f i
y -fajsuly, g - gravitacios gyorsulas, L »
p - tomegsiriiség L
A nyiréerd: T, (é’ ) =Apg ( L-¢ ) - linearis fiiggvény.
A
Ty(§=0)=AL pg =G, Ty(§=L)=O. T,
Vioy
A hajlité nyomaték: G -

2
M, (<) =Apg @ - négyzetes fiiggvény.

L L
M, (£ =0)= Apgl —=G—

L 1 L
th(§=5j=z sz M, (¢ =L)=0.

Az elmozdulasmezd szokasos (kobos) kozelitése: e ()= +a,¢ + a,l’ +a,l’

Ez a kozelités csak T,” = allando, ( = 0) esetén képes leirni a pontos megoldast.

Az elmozdulasmezd kozelitése fokszamndveléssel: W ({)=ay, +a,¢ +8,87 +8,° +...

— U] tagok

> U] tagok
ve(§)=a21+a22§+a23§2 8¢+ 8,0 8,07

2,

. EY

w'| [1 g0 0 0 O a21+4’2 &0
A kozelités matrix alakban: vl o 0 1 c P % ay 0 0 E
| 824
(241) (26) (6x1) (2x2p)
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q W

Csomoponti altalanositott elmozdulésvektor:  q° = ;' : q =V
= =l

=] ¢i

A Bernoulli elmélet szerint: ¢, = —(3\/

] , A Timoshenko elmélet szerint: ¢, = —(géj +y;.

A gondolatmenet az el6zéeknek megfelelden folytatodik.

.
Bernoulli-féle radelmélet (huzas-nyomasi + hajlitasi energia figyelembevétele): ﬁ:a = (Ke ) =0.

=4aq

.
Timoshenko-féle radelmélet (htizas-nyomasi + hajlitasi + nyirasi energia figyelembevétele): ﬁ:a = (ﬁ;) #0.
6.3. A fokszamnovelés altalanositasa sikbeli esetre

a) Altaldnositis egydimenzios esetre: vonalelem

@ l @ —>»x A valdsagos vonalelem:
X

ﬂ Leképezés: X(c_‘,‘)zzz:hi(é‘)xi :

i=1

@ : o> A leképezett elem.
-1 0 +1

Az elmozdulasmez0 kozelitését (az izoparametrikus eljarasnak megfelelden) a leképezett elemen irjuk fel:

=Z;:hi (&)y, +iz:hi (&)a.,

=12 h (&)=
i =3,...(2+ p) h (5) =¢_ (5) - bels6 alakfiiggvények.

A belsé alakfiiggvények eldallitasa: ¢ =, fZI J P_1 dt

P.(t) - Legendre (16zsan) polinomok (i =

(1+&&) - hagyomanyos (kiilsd) alakfliggvények,

NIH

Az n-ed foku Legendre-féle dlfferenmalegyenlet:
(1—x2)y”—2xy’+n(n+1)y=0, -1<x<1, n=012,
Ismeretlen: y=y(x).
Megoldas: y=y(Xx)=P,(x) - n-ed foka Legendre-féle polinom.
A polinomok eléallitasa a Bonnet (boné)-féle rekurzids formulaval is torténhet:
P..(X)= niﬂ[(zn F1)XP(x) =P, , ()]
Mas eléallitas is lehetséges.

Az els6 néhany Legendre-féle polinom ¢€s belso alakfiiggvény:
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R(X)=x 4()=75¢
Py () =2 (3¢ -1), 4(9)= (1),
Ps(x):%(5x3—3x), (&)= 2\/_(5 -¢),
P,(x)= 8(35x4—30x +3), ¢,(&)= ﬁ(ssg —42&° +7),
R (x)= ;(63x —70x* +15),
Az i jeli alakfiiggvény el6allitasa: Q(é):ﬁ[ﬁ(g)—ﬂz(ﬂ], i=23
A Legendre-féle polinomok tulajdonsaga:
Ortogonalités (a merdlegesség altalanositasa): j P ()P, (X)dx =1 2i +1’ :a :;i

X

1 0 °’

A bels6 alakfiiggvények tulajdonsagai: (A Legendre-féle polinomok értelmezésébdl és ortogonalitasabol
kovetkezik)

8,(-1)=¢,(+1)=0, ha j=2,3,4,

Jl-%%dxz{l, ha i=j

.. Abelso alakfiiggvények derivaltjai ortonormaltak.
, dx dx 0, ha i=]j

Ortonormadlt: ortogonalis és a normaja 1.

Fiiggvény normaja (mértéke, abszolut értéke): || f || = j X)dx
Kiilso alakfiiggvények: Belso alakfiiggvények
£ £ A £ A £ £ A £ A
£=1 ! £=1 I ]
h(5)=¢.($)
® o B
h(E)=¢,
=0 | m() m(£) so0 ] 1 h(&)=4(¢)
1 |
‘:i: 1 . o 0 é-‘ =—1 . - L

Elemhatarok: &==1
A bels6 alakfiiggvények az elemhatarokon eltinnek = nem kell illeszteni 6ket.

b) Altaldnos 2D esetre — négy csomépontii sikbeli elem

Fiiggvénytér: fliggvények halmaza.

Bazisfiiggvények: azok a filiggvények, amelyekbdl a fliggvénytér barmely eleme (barmely fiiggvény)
eléallithato.

PL: 1, &,n,E% &nn?, &, &,
08



Hierarchikus felépitésh alakfiiggvények alkalmazasaval nagyon jo eredmények érhetdk el.

Hierarchikus felépitést alakfuggvények:

A p+1 fokszdmu alakfiiggvényeknek tartalmazniuk kell az 0sszes p fokszdmu alakfiiggvényt és legyen
kozottiik az elem csomopontjaiban €s oldalain el nem tiindek (nem nulla értékiiek) szama a lehetd legkisebb.
Ennek a feltételnek megfeleld alakfiiggvényeket akarunk felvenni egy négy csomopontu négyszog alaku
sikbeli elem esetén.

Lineéris sikbeli elem:

A ?7
Csomodpontok = sarokpontok.
o, j© P :
x(&m)=2_h(&m)x
_ Leképezés: =

Q

L AR

:Z‘t:hi(ég 77)y

i=1

- m @ - csomopont jelolése,
Ol 1 «1—?@ i] - az oldal jelolése

Az elmozdulasmez6 kozelitése:

=Z::hi(§, )U; +,ZZ‘
ZZA:hi(ég’ Zp:Z

i=1 j=2 s=1 j=1

p - abazisfiiggvényben eléforduld legmagasabb fokszam.
En' -i,j=012, ... ,p.
e A csomopontokhoz tartozo alakfiiggvények:
1 .

hi (&) :Z(1+ E&)(+nm;), 1=1,2,34.

&.m, -az i jelli csomopont helykoordinatai.
e Az oldalakhoz tartozo alakfiiggvények:

i >2 -nél jelennek meg, 4( p —1) szamu fliggvény irhato fel:

1 1

N30 (E), he =34 (E). h=3(rnA (), ha-

=234, ... ,p.

S0-6)4(0).

o A bels6 alakfiiggvények:
i >4 -nél jelennek meg.

,_(i-2)(i-3)

> szamu fiiggvény irhato fel:

A A

h1(§a77)=¢2(§)¢2(9g)' 2(5177)=¢2(§)¢3(§)’
h(En)=4(8)h (), h(Em)=4(£)a(E),
h (&, n) 8(E)8(S),  h(Em)=4(£)a (&),

Bazisfliggvények hierarchikus felépités esetén:
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//?&\
VAN :1
5471 \\&%\/p
//j//' \\\k\ P = 2
///55 <\ 72/ ¥3§/
N —
//5/ 52 \\577/ R p_3
A2 S =4
e 3 N
PR S U/ A

Megjegyzések:
- A ( p +1) -ed foku kozelités mindig tartalmazza a p -ed foka kozelitést.
- Az alakfiiggvények derivaltjainak ortogonalitdsa csokkenti a merevségi matrix sdvszélességét.
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